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Aufgabe 1: Analyse von Algorithmen 24+6+2+2+2+2=16 Punkte

a) Sei n eine natiirliche Zahl. Wie viele Sterne (*) gibt der folgende Code aus?
fori=1,2,...,2n do
if ¢ ist gerade then

‘ print ll**ll

else

L print ll*ll
Es werden genau 3n Sterne ausgegeben. (Gesucht ist die genaue Anzahl in
Abhéngigkeit von n, nicht die asymptotische Anzahl in O- oder ©-Notation.)

/2 Punkte {1

b) Geben Sie fiir die folgenden Algorithmen jeweils die Laufzeit in ©-Notation abhingig

von n an.
fori=1,2,...,ndo §=n s=1
for j =1,2,...,n do while s > 0 do while s < (logn)? do
if i == j then fori=0,1,...,s do . s=23s
L L print Nyt L print WM
§=5—125

S/ ( n? ) © ( n? ) (C] ( loglogn )
9 ___ /6 Punkte {1

c) Sei f(n) = 100nlogn + n*logn+ 3n + n/loglogn. Welches asymptotische Wachstum
ist fiir diese Funktion richtig? Kreuzen Sie genau eine Box an.

0 O(nlogn) 7 O(n?logn) 0 O(n) 0 O(n/loglogn)
M/ 2 Punkte {1

d) Sei f(n) = v/nlogn+n??—99,/n —loglogn. Welches asymptotische Wachstum ist fiir
diese Funktion richtig? Kreuzen Sie genau eine Box an.

0 O(y/nlogn) 7 ©(n?/3) 0 O(yv/n) 01 O(loglogn)
/2 Punkte {1

e) Welche der folgenden Funktionen von n ist asymptotisch am Grofiten? Kreuzen Sie
genau eine Box an.

0 63 - /n +10g,(999™) 0 0.1-n/y/logign vl <\/ﬁ—|— 19 (log, n)? )3
M/ 2 Punkte {1

f) Welche der folgenden Funktionen von n ist asymptotisch am Kleinsten? Kreuzen Sie
genau eine Box an.

i 0 Y (i + 10) 0 log, (10g (10gy(n)))
T/ 2 Punkte f i1
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Aufgabe 2: Rekursionsgleichungen

3 4+ 6 = 9 Punkte

a) Betrachten Sie die folgende Funktion Foo.
function Fo0(n)
if n <0 then
‘ return 42
else
. return 2-Foo(n —1)+5

Geben Sie eine Rekursionsgleichung fiir die genaue Anzahl A(n) von arithmetischen
Operationen (Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen und Divisionen) an, die ein

Aufruf von FOO(n) verursacht. Der Basisfall ist A(0) = 0.

T/ 3 Punkte i1

b) Geben Sie fir folgende Rekursionsgleichungen eine geschlossene Form an.

Sie kénnen bei B und C' davon ausgehen, dass n = 7% fiir eine natiirliche Zahl & > 0
gilt, und bei D, dass n = 7k fiir eine natiirliche Zahl k > 0 gilt. Geben Sie das Ergebnis

in ©-Notation abhingig von n an.

« B(n)=7-B(2%)+n, B(1)=1

B(n) =06 ( nlogn )

« C(n)=0C(%) +logyn, C(1)=1.

e D(n)=77-D(n—"7)+77, D(0)="1T.

D(n) = @( 7777 )

T/ 6 Punkte {1
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Aufgabe 3: Algorithmen auf Baumen 2+ 3+ 2 =7 Punkte

Sei T' ein Bindrbaum. Jeder Knoten x von T hat die Eigenschaften z.parent, z.left und
x.right, welche auf den Elternknoten sowie auf das linke und rechte Kind von z verwei-
sen. Wenn der Knoten keine Kinder hat (z.B. die Blédtter) oder keinen Elternknoten hat (die
Wurzel), wird der jeweilige Wert auf null gesetzt. Des Weiteren hat jeder Knoten x eine
Eigenschaft x.number, die eine einzelne Zahl speichert. Betrachten Sie die folgende Funkti-
on FUNC und den abgebildeten Beispielbaum, in dem jeder Knoten mit x.number markiert ist.

function Func(x)
if x # null then
if x.number > 0 then
‘ return z.number + FUNC(x.1left) + FUNC(x.right)
else
FuNc(x.left)
print x.number
Func(x.right)
return 0

else
_ return 0

9
2/ \0
_2/ \_9
7/ \—4

a) Welche Zahl liefert FUNC(v) iiber die return Anweisung als Riickgabewert, wenn v die
Wurzel des Beispielbaums ist?

( u )
T/ 2 Punkte f i1

b) Welche Zahlen gibt FUNC(v) iiber die print Anweisungen aus, wenn v die Wurzel des
Beispielbaums ist? Geben Sie die Zahlen in derselben Reihenfolge an, in der sie ausge-
geben werden.

( —9.-9.-4.0 )
01 /3 Punkte f 44

c) Welche Laufzeit benotigt der Aufruf FuNc(z), wenn x die Wurzel eines beliebigen Bi-
ndrbaums mit n Knoten ist? Geben Sie die Laufzeit in ©-Notation abhingig von n an.

O —

T/ 2 Punkte f 1
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Aufgabe 4: Graphalgorithmen 3+ 3+ 3+4 =13 Punkte

Wir lassen Prims, Kruskals und Dijkstras Algorithmus auf diesem ungerichteten, gewichteten
Graphen laufen:

a) Prims Algorithmus wurde mit Wurzel s gestartet. Die Abbildung zeigt den Zustand
von Prims Algorithmus, nachdem vier Kanten in den Baum eingefiigt wurden (fett
gezeichnet). Welche Kante wird Prims Algorithmus als Néchstes einfiigen?

Antwort: 9 oder df

/3 Punkte t 1

b) Dieselbe Abbildung zeigt den Zustand von Kruskals Algorithmus, nachdem vier Kanten
in den Wald eingefiigt wurden (fett gezeichnet). Welche Kante wird Kruskals Algorith-
mus als Néchstes einfiigen?

Antwort: 7 oder eg

T/ 3 Punkte f i1

c¢) Dijkstras Algorithmus wurde mit Wurzel s gestartet. Dieselbe Abbildung zeigt jetzt
den Zustand von Dijkstras Algorithmus, nachdem vier Kanten in den Baum eingefiigt
wurden (fett gezeichnet). Welche Kante wird Dijkstras Algorithmus als Néchstes einfi-
gen?

Antwort: 10 oder ae

/3 Punkte {1

d) Wir entfernen uns jetzt von dem Beispiel. Beschreiben Sie in Prosa einen effizienten
Algorithmus, der fiir einen gegebenen ungerichteten und gewichteten Graphen G und
einen Knoten s ermittelt, ob es einen minimalen Spannbaum in G gibt, der gleichzeitig
ein Baum kiirzester Wege von s ist. Sie diirfen hierbei annehmen, dass alle Kantenge-
wichte verschieden sind. Begriinden Sie, warum der Algorithmus korrekt ist.

Musterlosung: Da alle Kantengewichte verschieden sind, ist der minimale Spann-
baum eindeutig. Unser Algorithmus berechnet also zundchst den minimalen Spann-
baum mithilfe von Kruskals Algorithmus. Dadurch erhalten wir einen Baum 7. In
den Ubungen wurde gezeigt, wie man testet, ob T' ein Baum kiirzester Wege von s ist:
Zunéchst fithren wir BFS auf T aus startend von s und speichern an jedem Knoten v
die Abstandsschitzungen, die sich durch den eindeutigen kiirzesten Weg von s nach
v in T ergeben. Anschlieflend priifen wir fiir jede Kante von G, ob diese relaxiert ist.
Falls ja, dann gibt unser Algorithmus ja aus, ansonsten nein.

T/ 4 Punkte {1
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Aufgabe 5: Datenstrukturen und Algorithmen 2+2+2+2+2+2=12 Punkte

a) Union-Find ist eine abstrakte Datenstruktur, die eine dynamische Familie von dis-
junkten Mengen verwaltet, deren Vereinigung {0,...,n — 1} ist. Wir verwenden die
Operationen der Union-Find Datenstruktur wie folgt:

InIT(10)

Wie viele Mengen enthélt die Familie jetzt? 4
/2 Punkte f 1

b) Der Max-Heap ist eine konkrete Datenstruktur, die eine Prioritdtswarteschlange im-
plementiert. Hier ist ein Max-Heap mit acht Elementen abgebildet:

42
RN
19 7
/\ /\
3 9 6 1

/

0

Wir stellen den Max-Heap wie in der Vorlesung beschrieben durch ein Feld dar. Welche
Eintrdge hat das Feld? Schreiben Sie die Eintrage in die folgende Tabelle.

0 1 2 3 4 ) 6 7 8

— 42 19 7 3 9 6 1 0
T/ 2 Punkte f 41
c) Hier ist ein Max-Heap (mit fiinf Elementen abgebildet:
42 19
19 7 10 7
3 9 Musterlosung: 3 9

Wir rufen jetzt EXTRACTMAX() und INSERT(10) in dieser Reihenfolge auf. Zeichnen
Sie im selben Stil den Baum, der dadurch am Ende entsteht.

T/ 2 Punkte f 1

d) Ein bindrer Suchbaum ist eine konkrete Datenstruktur, die eine Menge von sortierten
Daten verwaltet. Hier ist ein bindrer Suchbaum mit sieben Elementen abgebildet:
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42 19
) 70 9 70
/N s\
3 19 49 3 19
/ /)
1 Musterlosung: 1 10

Wir rufen jetzt DELETE(42) und INSERT(10) in dieser Reihenfolge auf. Zeichnen Sie im
selben Stil den bindren Suchbaum, der dadurch am Ende entsteht.

T/ 2 Punkte f i1

e) Ein AVL-Baum ist eine konkrete Datenstruktur, die eine Menge von sortierten Daten
verwaltet. Hier ist ein AVL-Baum mit sieben Elementen abgebildet:

42 9
SN /N

9 70 349

/\ / /N

319 49 119 7

/ /

10

0

1 Musterlosung:

Wir rufen jetzt DELETE(42) und INSERT(10) in dieser Reihenfolge auf. Zeichnen Sie im
selben Stil den AVL-Baum, der dadurch am Ende entsteht.

T/ 2 Punkte f 41

f) Hashing mit linearem Sondieren ist eine konkrete Datenstruktur, die eine dyna-
mische Menge von Elementen verwaltet. Als Hashfunktion benutzen wir die Funktion
h:N—{0,1,...,10} mit

h(z) = (2z) mod 11.

Die Hash-Tabelle hat Platz fiir elf Eintrdge und ist derzeit wie folgt gefiillt:
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

33 6 16 30 19 42 )

Fiigen Sie nacheinander 5, 6, 19, 16 in dieser Reihenfolge in die Hashtabelle ein.

T /2 Punkte {1

ALGO1-21-0000 Seite 8 von 16




Aufgabe 6: Datenstruktur 2+3+3+4+4 =16 Punkte

Der kleine Fahrradladen AlgoBike macht Schrottrader wieder fit, kann aber immer nur ein
Fahrrad gleichzeitig reparieren. AlgoBike ist sehr beliebt, daher haben die Eigentiimerinnen
Schwierigkeiten, den Uberblick iiber die n Auftrige zu behalten. Jeder Auftrag x, der erfiillt
wird, liefert einen Gewinn von z.gewinn. Zu jedem Zeitpunkt will AlgoBike den Auftrag mit
dem grofiten Gewinn bearbeiten.

a) Sei n die Zahl der Auftrage. Wir mochten die beiden Funktionen INSERT und NEXT-
ORDER implementieren. Hierbei fiigt INSERT(z) den Auftrag x in die Datenstruktur
ein, und NEXTORDER liefert iiber eine “return”-Anweisung den Auftrag zuriick, der
den grofiten Gewinn hat, und 16scht ihn aus der Datenstruktur. Welche aus der Vorle-
sung bekannte konkrete Datenstruktur eignet sich, um die beiden Funktionen in Zeit
O(logn) zu unterstiitzen?

Antwort: Max-Heap

P/ 2 Punkte t 1

b) Implementieren Sie die beiden Funktionen unter Zuhilfenahme der Operationen der
Datenstruktur. (z.B., falls die Datenstruktur ein Stapel ist, diirfen Sie die Funktionen
PusH und Pop verwenden.)

function INSERT(z)
maxheap.INSERT(x)

function NEXTORDER
return maxheap. EXTRACTMAX(x)

T/ 3 Punkte t 1

c) Begrinden Sie, warum die Laufzeit Thres INSERT-Algorithmus im schlimmsten Fall
Qlogn) ist.

Musterlosung: Die INSERT-Operation in einem Max-Heap benotigt Q(logn) Zeit,
weil jedes Blatt in einem fast vollstdndigen Bindrbaum mit n Elementen Tiefe ©(logn)
hat und wir im schlimmsten Fall das gréfite Element einfiligen, welches mit BUBBLEUP
in mindestens Q(logn) Schritten vom letzten Blatt zur Wurzel geschoben werden
muss.

T/ 3 Punkte t 1
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d)

Die Eigentiimerinnen von AlgoBike kdnnen sich besser motivieren, wenn sie zu jedem
Zeitpunkt den noch méglichen, zukiinftigen Gesamtgewinn vor Augen haben. Sie méch-
ten eine Funktion MOTIVATION nutzen, die die Summe der Gewinne aller noch nicht
bearbeiteten Auftrage zuriickliefert. Wie muss die Datenstruktur aus b) modifiziert
werden, damit MOTIVATION in Zeit O(1) ablauft? Beschreiben Sie, was die Datenstruk-
tur jetzt noch zusétzlich speichern soll und welche der beiden existierenden Funktionen
wie gedndert werden miissen. Hierbei darf sich die asymptotische Laufzeit der beiden
existierenden Funktionen nicht &ndern.

Musterlosung: Die Datenstruktur muss jetzt noch eine Zahl summe speichern, die
die aktuelle Summe aller Elemente festhélt. Anfangs ist diese Zahl auf null gesetzt.
MOTIVATION liefert summe zuriick. Wenn INSERT(z) aufgerufen wird, addieren wir
z.gewinn auf summe. Wenn NEXTORDER aufgerufen wird und y zuriickliefert, ziehen
wir y.gewinn von summe ab.

(Rl

Wir entfernen uns jetzt von dem Fahrradladen. Wir betrachten einfach verkettete Lis-
ten. Jedes Element x einer verketteten Liste hat eine Eigenschaft x.next, die auf das
néchste Element zeigt. Wenn z das letzte Element der Liste ist, gilt z.next == null.
Beschreiben Sie in Pseudocode einen Algorithmus DECIMATE, der jedes zehnte Ele-
ment aus der Liste 16scht. Das heifit, wenn x das erste Element der Liste ist und DECI-
MATE(z) ausgefithrt wurde, dann wird das zehnte Element und das zwanzigste Element
und das dreifligste Element etc. geloscht.

function DECIMATE(z)
k<+1
while z.next # null

prev < x

T < r.next

k=k+1

if £k mod 10 ==

prev.next < r.next

endif

endwhile

/ 4 Punkte 4

T/ 4 Punkte {1
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Aufgabe 7: Symmetrische Hiigelumgebung 2+ 4+ 5 =11 Punkte

Gegeben ist ein Feld A[1..n] der Lange n > 3, welches positive ganze Zahlen enthélt. Das
Feld stellt das Hohenprofil einer Landschaft dar. Das Ziel ist es, einen Hiigel zu finden, der
eine moglichst grofle symmetrische Umgebung um sich hat, sodass die Aussicht besonders
schon ist.

Eine Position & ist hierbei ein Hiigel, wenn A[h] grofier gleich ist als seine beiden Nachbarpo-
sitionen A[h — 1] und A[h + 1], sofern diese existieren. Eine Higelumgebung der Grofe i ist
ein Teilfeld A[h —i..h + 7] fiir ein ¢, sodass h ein Hiigel ist und h — i > 1 und h + i < n gilt.
Eine Hiigelumgebung A[h — i..h + 7] ist symmetrisch, wenn sie ein Palindrom ist, das heift,
Alh — j] = A[h + 7] gilt fiir alle j mit 0 < j <.

a) Als Beispiel sei folgende Landschaft A[1..9] gegeben:
31920919 20 9

Welche Grofle ¢ hat in diesem Beispiel die grofite symmetrische Hiigelumgebung?

Antwort: 2
T/ 2 Punkte {1

b) Beschreiben Sie kurz und prézise in Pseudocode einen rekursiven Algorithmus RE-
cUMGEBUNG. Hierbei soll RECUMGEBUNG(A, x, y) die Grofie ¢ einer grofiten sym-
metrischen Hiigelumgebung liefern fiir einen Hiigel h mit A —¢ > x und A+ ¢ < y. Falls
kein Hiigel zwischen = und y existiert, soll RECUMGEBUNG(A, x, y) minus unendlich
zuriickliefern. Der Algorithmus muss korrekt sein, aber darf beliebig ineffizient sein. Die
Basisfille sind bereits angegeben.

function RECUMGEBUNG(A, x, )

ify < x then

‘ return —oo

else if x == y then

if x ist ein Hiigel then

‘ return O

else

L return —oo

else

if Alx] == A[y] and 2- RECUMGEBUNG(A,z + 1,y — 1) ==(y—1) — (x + 1)
return 1 + RECUMGEBUNG(A,x + 1,y — 1)

else
return max{ RECUMGEBUNG(A, z + 1,y), RECUMGEBUNG(4,z,y — 1)}

/4 Punkte f 1
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c¢) Beschreiben Sie in Pseudocode einen iterativen Algorithmus, der die Grofie einer
groften symmetrischen Hiigelumgebung findet. Der Algorithmus muss Laufzeit O(n?)

haben.

Musterlosung:

function ITERUMGEBUNG(A, n)

Initialisiere eine Tabelle T[1..n][1..n]

for x from n to 1 do

for y from 1 to n do

if y < = then

 Tlally] « oo

else if r == y then

if  ist ein Hiigel then

| Tlaly] 0

else

 Tla]ly] + —o0

else

if Afa] == Aly] and 2 Tfa + 1]y — 1] == (y
- Tlally] < 1+ Tz + [y — 1]

else

 Tlally] < max{T[x +1]y], Tlz,y ~1]}

) — (z + 1) then

SR / 5 Punkte 4
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Aufgabe 8: Infektion auf Inseln 6+ 2+ 6+ 2 =16 Punkte

Die Welt W[1..Z][1..5] ist ein zweidimensionales Feld, das aus Z Zeilen und S Spalten besteht.
Jede Position W[i][j] ist das Zeichen . (“Wasser”), 0 (“Land”), V (“Virus”), oder M (“Mensch”).
Anfangs gibt es genau ein V und ein M, dann verbreitet sich das Virus mit der Zeit. In jedem
Schritt verbreitet sich das Virus zu allen benachbarten Positionen, die nicht Wasser sind.

Zum Beispiel entwickelt sich eine kleine Welt mit Z = 1 und S = 10 so:
.0.0VOO.M. — .0.VVVO.M. — .0.VVVV.M.
Der Prozess endet an dieser Stelle und der Mensch wird niemals infiziert.

Hier sind drei Entwicklungsschritte in einer Welt mit Z = 4 und S = 6 abgebildet:

000..0 00Vv..0 Oovv..0 VVV..0
oov... ovv... VVV. .. VVV. ..
— —
.000.M .0V0.M .VVV.M VVV. M
0.0000 0.0000 0.V000 0.VVOO

Der Prozess endet nach diesen drei Schritten nicht, sondern geht noch weiter. Sie kénnen sich
davon iiberzeugen, dass der Mensch irgendwann infiziert wird.

Genauer gesagt verhélt sich der Prozess wie folgt: Eine Position, die mit 0 oder M markiert
ist, wird zu V in Runde ¢ genau dann, wenn mindestens eine der bis zu vier benachbarten
Positionen (im Norden, Siiden, Osten oder Westen) in Runde ¢ — 1 mit V markiert ist. In
diesem Fall sagen wir, dass die Position in Runde ¢ infiziert wird. Im gréfieren Beispiel kann
man an der Position unten links erkennen, dass die Infektion nicht diagonal verlauft. Keine
Position kann jemals von V zu etwas anderem werden, und Wasser (.) &ndert sich nie.

a) Wir betrachten zunéchst den Spezialfall Z = 1. Dann ist die Welt ein eindimensionales
Feld W[1..S]. Beschreiben Sie kurz und prézise in Pseudocode einen effizienten Algo-
rithmus ISLANDINFECTION, der feststellt, ob der Mensch irgendwann infiziert wird. Das
heift, ISLANDINFECTION(W, S) soll True zuriickliefern genau dann, wenn der Mensch ir-
gendwann infiziert wird. (Nur Pseudocode wird bewertet, Prosa nicht. Der Algorithmus
muss korrekt und effizient sein. Schreiben Sie den Entwurf auf ein Schmierblatt und ko-
pieren Sie Thre Losung sauber hier hin.)

Musterlosung:

function ISLANDINFECTION(W[1..5], S)
seenM=False; seenV=False
fori=1,2,..,5 do

if W[i]=="" then

‘ seenM=False; seenV=False
else if W[i|=="M" then

‘ seenM=True

else if W]i|=="V” then

_ seenV=True

if seenM und seenV then

_ return True

_ return False

P/ 6 Punkte f 11

b) Welche Laufzeit hat Thr Algorithmus aus a)? Geben Sie die Laufzeit ohne Beweis in
©-Notation abhingig von S an.

o : )
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TN / 2 Punkte 4

c) Beschreiben Sie kurz und prézise in Prosa einen Algorithmus, der das allgemeine
Problem effizient 16st. Also ISLANDINFECTION(W[1..Z][1..5], Z, S) soll True zuriicklie-
fern genau dann, wenn der Mensch irgendwann infiziert wird. (Der Algorithmus muss
korrekt und effizient sein. Falls ein Algorithmus aus der Vorlesung verwendet wird, be-
nennen Sie diesen und beschreiben Sie genau, wie er benutzt wird, auf welcher Eingabe
er aufgerufen wird, und wie die Ausgabe interpretiert wird. Falls ein Algorithmus aus
der Vorlesung verdndert wird, benennen Sie diesen und beschreiben Sie genau, wie Sie
ihn veréndern. Schreiben Sie den Entwurf auf ein Schmierblatt und kopieren Sie Ihre
Losung sauber hier hin.)

Musterlosung: Wir stellen die Welt als einen ungerichteten, ungewichteten Graphen
G = (V, E) dar. Die Knotenmenge ist V' ={1,..., Z} x{1,...,S}. Die Wasserknoten
haben keine inzidenten Kanten, und alle nicht-Wasser Knoten (i, j) und (¢, ;') sind
in G benachbart, wenn |i —i'| = 1 und j = j’ gilt, oder |j —j'| =1 und i = 7’ gilt. Das
heifit, der eine Knoten liegt im Osten oder Norden des anderen Knotens. Sei s € V
der Knoten, auf dem der Virus steht und ¢ € V der Knoten, auf dem der Mensch
steht. Wir finden die beiden Knoten in Zeit O(ZS) mit linearer Suche.

Der Virus wird den Menschen infizieren, wenn s und ¢ in derselben Zusammenhangs-
komponente von G sind. In der Vorlesung haben wir einen Algorithmus gesehen (ndm-
lich die Breitensuche oder die Tiefensuche), der O(n+m) Zeit braucht und genau dies
testet. Hierbei ist n = ZS und m < 2n = 27S.

T/ 6 Punkte f 1

d) Welche Laufzeit hat Ihr Algorithmus aus c)? Geben Sie die Laufzeit ohne Beweis in
O-Notation abhéingig von Z und S an.
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T/ 2 Punkte {1

El2 ]
b
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Notizseite

Wichtig: Losungen auf dieser Seite werden nur dann beriicksichtigt, wenn bei der entspre-
chenden Aufgabe ein Verweis zu Seite 16 platziert wurde.
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Notizseite

Wichtig: Losungen auf dieser Seite werden nur dann beriicksichtigt, wenn bei der entspre-
chenden Aufgabe ein Verweis zu Seite 17 platziert wurde.
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