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Binare Suchbaume

e Nachster Nachbar



Nachster Nachbar

e Nachster Nachbar. Verwalte dynamische Menge S, die folgende Operationen
unterstutzt. Jedes Element hat einen Schllssel x.key und Daten x.data.

e PRrepecessoRr(k): liefere groBten SchlUssel < k.
e Successor(k): liefere kleinsten Schlussel = k.
e INsSERT(X): fuge x zu S hinzu (wir nehmen an, dass x noch nicht in S ist)

e DeLETE(X): entferne x von S.
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Nachster Nachbar

e Anwendungen.
e Suchen nach ahnlichen Daten (typischerweise multidimensional)

e Routing im Internet.

e Frage. Wie wurden wir die abstrakte Datenstruktur implementieren mit dem was wir
schon kennen?



Nachster Nachbar

e | 0sung 1: Verkettete Liste. Verwalte S in einer doppelt verkettete Liste.

Kopf

\66;,54;, 1 96| |16 141|183

e PrepecessoR(K): lineare Suche nach groBtem Schlussel < k.
e Successor(k): lineare Suche nach kleinstem SchlUssel = k.
¢ INSERT(X): fUge x vorne in die Liste ein.

e DeLETE(X): entferne x aus der Liste.

o Zeit.
® Prepecessor und Successor in O(n) Zeit (n = [S)).
¢ INserT und DeLETE in O(1) Zeit.

e Platz.
e O(n).



Nachster Nachbar

e | Osung 2: Sortiertes Feld. Verwalte S in einem sortierten Feld.

1 2 3 4 5 6 7
1 113 |16 (41 | 54 | 66 | 96

e PRrepecEsSOR(K): bindre Suche nach groBtem Schllssel < k.
e Successor(k): binare Suche nach kleinstem Schlussel = k.
¢ INSeERT(X): konstruiere ein neues Feld der GroBe +1 wo x eingefugt ist.
e DeLETE(X): konstruiere ein neues Feld der GroBe —1 wo x entfernt ist.

o Zeit.
e PReDECESSOR und Successor in O(log n) Zeit.
¢ INserT und DEeLETE in O(n) Zeit.

e Platz.
e O(n).



Nachster Nachbar

verkettete Liste O(n) O(n) O(1) O(1) O(n)

Sortiertes Feld O(log n) O(log n) O(n) O(n) O(n)

e Frage. Geht das signifikant besser?



Binare Suchbaume

¢ Binare Suchbaume



Sinare Suchbaume

e Binarbaum. Gewurzelter Baum, wo jeder interne
Knoten ein linkes Kind und/oder ein rechtes Kind hat.

e Binarer Suchbaum. Binarbaum, der die
Suchbaumeigenschaft erflllt.

e Suchbaumeigenschaft.
e Jeder Knoten speichert ein Element.
e FUr jeden Knoten v gilt:

¢ alle Knoten im linken Unterbaum haben
Schlissel < v.key.

¢ alle Knoten im rechten Unterbaum haben
Schlissel = v.key.




Sinare Suchbaume

e Darstellung. Jeder Knoten x speichert

* X.key

o X.left

e X.right

® X.parent

¢ (x.data)
e Platz. O(n)
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Binare Suchbaume

e Einfugen



—infugen

¢ INSERT(X): starte in Wurzel. Am Knoten v:
e wenn X.key < v.key geh nach links.
e wenn x.key > v.key geh nach rechts.

e wenn null, fige x hier ein

() &
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INSERT 15 8 20 14 1 3 11 13




—infugen

e |NSERT(X): starte in Wurzel. Am Knoten v:
® wenn Xx.key < v.key geh nach links.
e wenn X.key > v.key geh nach rechts.

e wenn null, fUge x hier ein

e Ubung. Fiige die folgende Sequenz in einen bindren Suchbaum ein: 6, 14, 3, 8, 12,
9,34,1,7



—infugen

INSERT(X, V)
if (v == null) return x
if (x.key < v.key)
v.left = InserT(X, v.left)
if (x.key > v.key)
v.right = InserT(X, v.right)
return v

e Zeit. O(h)



Binare Suchbaume

¢ \/organger und Nachfolger



Vorganger

e PRrepecessoRr(k): starte in Wurzel. Am Knoten v:
e wenn v == null, dann liefere null.
e wenn kK == v.key, dann liefere v.
e wenn k < v.key, dann suche im linken Unterbaum weiter.
e wenn K > v.key, dann suche im rechten Unterbaum weiter.
¢ Wenn es ein Element x mit key < k im rechten Unterbaum gibt, liefere x.

e Ansonsten liefere v
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Vorganger

e PRrepecessoRr(k): starte in Wurzel. Am Knoten v:
e wenn v == null, dann liefere null.
e wenn kK == v.key, dann liefere v.
e wenn k < v.key, dann suche im linken Unterbaum weiter.
e wenn K > v.key, dann suche im rechten Unterbaum weiter.
¢ Wenn es ein Element x mit key < k im rechten Unterbaum gibt, liefere x.

e Ansonsten liefere v




Vorganger

PrRepEcEssorR(V, k)
if (v == null) return null
if (v.key == k) return v
if (k < v.key)
return Prepecessor(v.left, k)
t = Prepecessor(v.right, k)
if (t # null) return t
else return v

o Zeit. O(h)
e Successor mit ahnlichem Algorithmus in Zeit O(h).



Binare Suchbaume

e Nachster Nachbar
e Bindre Suchbaume
e Einflgen
¢ \/organger und Nachfolger
e | Oschen
e AVL-Baume
e Algorithmen auf Baumen, Traversierung



LOschen

® DELETE(X):
e O Kinder: losche x. —T
¢ 1 Kind: kontrahiere x.
e 2 Kinder:
Finde y = Knoten mit kleinstem Schllssel > x.key.
Kontrahiere y und ersetze x durch vy.
—
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LOschen

® DELETE(X):
e (O Kinder: losche x.
¢ 1 Kind: kontrahiere x.

e 2 Kinder:

Finde y = Knoten mit kleinstem Schllssel > x.key.
Kontrahiere y und ersetze x durch vy.

o Zeit. O(h)



Nachster Nachbar

Datenstruktur PREDECESSOR | SUCCESSOR INSERT DELETE Platz
verkettete Liste O(n) O(n) O(1) O(1) O(n)
Sortiertes Feld O(log n) O(log n) O(n) O(n) O(n)

Bindrer Suchbaum O(h) O(h) O(h) O(h) O(n)

e Hohe h. Hangt von der Sequenz von Operationen ab.

e h = Q(n) im schlimmsten Fall und h = O(log n) im mittleren Fall (average case).

e Frage. Wie kbnnen wir die HOhe klein halten?




Sinare Suchbaume

e Nachster Nachbar
e PRrepeCeSSOR(K): liefere grofBten Schlussel < k.
e Successor(k): liefere kleinsten Schllssel = k.
e INSERT(X): fUge X zu S hinzu (wir nehmen an, dass x noch nicht in S ist)

e DEeLETE(X): entferne x von S.

e Andere Operationen auf binaren Suchbaumen.
e SeARCH(K): stelle fest, ob Element mit Schlussel k in S ist und liefere es zurlck.

e TREE-SEARCH(X, K): stelle fest, ob das Element mit Schlussel k im Unterbaum von
Knoten x vorliegt, und liefere es zuruck.

e Tree-MiN(X): liefere das kleinste Element im Unterbaum von x.
e Tree-Max(x): liefere das grof3te Element im Unterbaum von x.
e TrRee-PReEDECESSOR(X): liefere das Element mit groBtem Schlissel < x.key.

e TrRee-SuccessoR(X): liefere das Element mit kleinstem Schllssel = x.key.



Binare Suchbaume

e AVL-Baume



AV -Baume

e AVL-Baum.
e Binarer Suchbaum.
e Speichert an jedem Knoten v zusatzlich
dessen HOhe v.height.
e Erhalt AVL-Eigenschaft beim
Einfugen/Loschen.

e AVL-Eigenschaft an Knoten v.
e Die HOohen von v.left und v.right
unterscheiden sich um < 1.

e Balancefaktor.
e BF(v) = v.right.height — v.left.height

e AVL-Eigenschaft. BF(v) € {-1, O, +1} fur alle v.



https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=49182185

—infugen In AVL-Baum

e Einflgen. Fuge Element x in AVL-Baum mit Wurzel v ein:

1. Fuge x rekursiv im linken oder rechten Unterbaum von v ein.
2. Wenn BF(v) = £2, rebalanciere v. e
3. Aktualisiere die Hohen. 0 (14)

« Eigenschaften. Nach Schritt 1, aber vor Schritt 2:

e Neuer linker und rechter Unterbaum erfullen induktiv die AVL-Eigenschatft.
« Die HOhe des Unterbaums, wo x eingeflgt wurde, ist maximal 1 groBer.
« = BF(v) um maximal 1 geandert.

« = Mogliche Werte von BF(v) sind {0, +1, +2}.



Rotationen

e Einzelner Defekt. BF(y) = £2, alle anderen Knoten haben BF(v) = 0, +1.
e Rotationen.

e Erhalten die Suchbaumeigenschaft.
e Beeinflussen die Hohen von x und y.
¢ Frage. Konnen Rotationen einzelne Defekte beheben?

Rechtsrotation

° umy
e Q e Linksrotation

AVAVANEME.




Rotationen losen

Defekttyp 1.

Defekttyp 1

BF(y) = -2 und linkes Kind x von y hat BF(x) < 0.

Defekttyp 1 invy.

Rechtsrotation
umy

kein Defekt




Rotationen reduzieren Detekttyp 2 auf Defekttyp 1

Defekttyp 2.
BF(y) = -2 und linkes Kind x von y hat BF(x) = +1.

Defekttyp 2 invy. Defekttyp 1 invy.

Linksrotation
um X

FUr vollstandige Losung nutzen wir zwel Rotationen: Linksrotation um x, dann Rechtsrotation um .



Rebalancieren

« Rebalancieren. Gegeben ein Baum, dessen Wurzel y der einzig maogliche
AVL-Defekt ist mit Balancefaktor +2, wir wollen den Baum so rotieren, dass wieder
ein AVL-Baum entsteht.

« Pseudocode. Rebalance(y):
« Wenn BF(y) = -2:

« Sei x linkes Kind vony.

« Wenn BF(x) = 0 oder BF(x) = —1:
e Rechtsrotation umyy.

o Sonst (BF(x) = +1):
e Linksrotation um x.
e Rechtsrotation umyy.

« Wenn BF(y) = +2:
« (Ubung.)




—infugen In AVL-Baum

AVL - INSERT(X, V)
if (v == null)
x.height = 0
return X
if (x.key =< v.key)
v.left = AVL-InserT(X, V.left)
if (x.key > v.key)
v.right = AVL-InserT(X, Vv.right)

v.height =
1 + max(v.left.height, v.right.height)

Rebalance(v)

return v

e Zeit. O(h)



Nachster Nachbar

e AVL-Baume.

¢ Verwalten binaren Suchbaum

e AVL-Eigenschaft = Héhe < O(log n). (Ubung.)

Datenstruktur PREDECESSOR | SUCCESSOR INSERT DELETE Platz
Verkettete Liste O(n) O(n) O(1) O(1) O(n)
Sortiertes Feld O(log n) O(log n) O(n) O(n) O(n)

Bindrer Suchbaum O(h) O(h) O(h) O(h) O(n)

AVL-Baume O(log n) O(log n) O(log n) O(log n) O(n)

¢ Andere balancierte binare Suchbaume.

e 2-3-Baume, rot-schwarz Baume, etc. verwalten bindren Suchbaum von Hohe

O(log n).

e Noch bessere Schranken fur Nachster Nachbar sind mit fortgeschrittenen

Datenstrukturen moglich.




Binare Suchbaume

¢ Algorithmen auf Baumen, Traversierung



Algorithmen auf Baumen

¢ Bisherige Algorithmen.
e Heaps (Max, ExTRACT-MAX, INCREASE-KEY, INSERT, ...)
e Union find (INiT, UNION, FIND, ...)

e Bindre Suchbdume (PREDECESSOR, SUCCESSOR, INSERT, DELETE, ...)

e Frage. Wie entwerfen wir Algorithmen auf Binarbaumen?



Algorithmen auf Baumen

e Divide-and-Conquer Rekursion auf Binarbaumen.
¢ | 6se Problem auf T(v):
e | 0se Problem rekursiv auf T(v.left) und T(v.right).
e Kombiniere Teilldsungen zu einer Losung fur T(v).




Algorithmen auf Baumen

e Beispiel. Berechne size(v) (= Anzahl der Knoten im Baum T(v)).
e \Wenn T(v) der leere Baum ist, dann ist size(v) = 0
e Sonst qilt size(v) = size(v.left) + size(v.right) + 1.
S1ze(V)

if (v == null) return ©
else return Size(v.left) + Size(v.right) + 1

o Zeit. O(size(v))



Traversierung von Baumen

¢ |[norder-Traversierung.

e Besuche linken Unterbaum rekursiv.

e Besuche Knoten. @

e Besuche rechten Unterbaum rekursiv. e @
¢ |[n binaren Suchbaumen druckt das alle Knoten

in sortierter Reihenfolge. G @
e Preorder-Traversierung. e Q

e Besuche vertex. @
e Besuche linken Unterbaum rekursiv.

e Besuche rechten Unterbaum rekursiv.
Inorder: 1, 3, 8, 11, 13, 14, 15, 20

o POStOrder_Traversierung. Pl’eOI’deI’Z 15, 8, 1, 3, 14, 11, 13, 20
e Besuche linken Unterbaum rekursiv. Postorder: 3, 1, 13, 11, 14, 8, 20, 15

e Besuche rechten Unterbaum rekursiv.

e Besuche vertex.



Tree Traversals

INoRrDER (V)
if (v == null) return
InorDER(V . left)
print v.key
InorDER(V.right)

PREORDER (V)
if (v == null) return
print v.key
PrReorDER (V. left)
PrReorDER(V . right)

PosTORDER (V)
if (v == null) return
PosTorDER(V . left)
PosTorDER(V . right)
print v.key

e Zeit. O(n)

Inorder: 1, 3, 8, 11, 13, 14, 15, 20
Preorder: 15, 8, 1, 3, 14, 11, 13, 20
Postorder: 3, 1, 13, 11, 14, 8, 20, 15



Binare Suchbaume

e Nachster Nachbar
¢ Binare Suchbaume
e Einfugen
¢ \/organger und Nachfolger
¢ | Oschen
e AVL-Baume
¢ Algorithmen auf Baumen, Traversierung



