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EinfUhrung zu Graphen

e Ungerichtete Graphen



Ungerichtete Graphen

e Ungerichteter Graph. Menge von Knoten, die durch Kanten verbunden sind.

Knoten

e \Wozu Graphen?
e Modelliert viele naturliche Probleme.
¢ Tausende praktische Anwendungen.
e Hunderte bekannte Graphalgorithmen.
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Visualisierung von Facebook-Freunden

I aCEbOOk December 2010

“Visualizing Facebook Friends” by Paul Butler
https://paulbutler.org/2010/visualizing-facebook-friends/
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Netzwerke von Proteininteraktionen
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Protein-Protein Interaktionsnetzwerk,
Jeong et al., Nature Review | Genetics



Anwendungen von Graphen

Graph Knoten Kanten
Kommunikation Computer Kabel
StraBBennetz Kreuzungen StraBen
Flugverkehr Flughafen Flugverbindungen
(Brett)spiele Stellung gultige Zlge
Neuronale Netze Neuronen Synapsen
Finanznetzwerke Aktien Transaktionen

Schaltkreise

logische Gatter

Verbindungen

Nahrungskette

Spezies

Raubtier-Beute

Molekule

Atome

Bindungen




Terminologie

e Ungerichteter Graph. G = (V, E)
¢ \/ = Menge von Knoten
e E = Menge von Kanten (jede Kante ist ein ungeordnetes Paar (u,v) von Knoten)
e n=1V|, m=|E|

e \Weg. Sequenz von Knoten, die durch Kantenzug verbunden sind.

e Kreis. Weg der am selben Knoten beginnt und endet.

e Grad. deg(v) = die Anzahl der Nachbarn von v, oder Kanten inzident zu v.

e \Verbunden. Zwei Knoten sind verbunden, wenn es einen Weg zwischen ihnen gibt.

V=1{01.2,..,12)

E ={(0,1), (0,2) (0,4),(2,3),..., (11,12)}
n=13, m=15
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Ungerichtete Graphen

* Lemma. ) _, deg(v)=2m.
e Beweis. Wie oft wird jede Kante in der Summe gezahlt?

11
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Algorithmische Probleme auf Graphen

e \Weg. Gibt es einen Weg, der s und t verbindet?
e Klrzester Weg. Was ist der klrzeste Weg von s nach t?
e [ angster. Was ist der langste Weg von s nach t?

e Kreis. Gibt es einen Kreis im Graphen?
e Eulerkreis. Gibt es einen Kreis, der jede Kante genau einmal benutzt?
e Hamiltonkreis. Gibt es einen Kreis, der jeden Knoten genau einmal benutzt?

e \/erbundenheit. Sind alle Paar von Knoten miteinander verbunden?
e Minimaler Spannbaum. Was ist der beste Weg, alle Knoten zu verbinden?

e 2-Zusammenhang. Gibt es einen Knoten, durch dessen Loschung der Graph nicht
mehr zusammenhangend ist?

e Planaritat. Lasst sich Graph in der Ebene zeichnen, ohne dass Kanten sich kreuzen?

e Graphisomorphie. Reprasentieren diese Mengen von Knoten und Kanten denselben
Graph?

12



EinfUhrung zu Graphen

¢ Darstellung
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Darstellung

e Graph G mit n Knoten und m Kanten.
e Darstellung. Wir brauchen die folgenden Operationen auf Graphen.
e ADJACENT(V, Uu): stelle fest, ob u und v benachbart sind.

e NeigHBORS(V): liefere alle Nachbarn von v zurlck.

¢ INsSeERT(V, U): fuge die Kante (v, u) in G ein (sofern sie noch nicht existiert).

11 12
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Adjazenzmatrix

10

e Graph G mit n Knoten und m Kanten.

¢ Adjazenzmatrix.

e 2D (n x n) Feld A.

e Ali,jj = 1 wenn i und j benachbart, 0 sonst

o Komplexitat?
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Adjazenzliste

e Graph G mit n Knoten und m Kanten.

e Adjazenzliste
e Feld A[0..n-1].

e AJi] ist eine verkettete Liste aller
Nachbarn von i.

o Komplexitat?
* Platz. O(n + } ., deg(u)) = O(n + m)
o Zeit.

e ADJACENT, NEIGHBOURS, INSERT
in Zeit O(deg(v)).
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Darstellung

Adjazenzmatrix

O(1)

Adjazenzliste

O(deg(v)

¢ |[n der echten Welt sind Graphen oft dunn.
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EinfUhrung zu Graphen

e Tiefensuche
® Zusammenhangskomponenten
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Tietensuche

¢ Algorithmus, der systematisch alle Knoten und Kanten besucht.
e Tiefensuche von Knoten s.
e Entferne alle Markierungen und besuche s.
e Um Knoten v zu besuchen:
e Markiere v.

e Besuche alle unmarkierten Nachbarn
Vvon Vv rekursiv.

e |ntuition.

e Suche von s ausgehend in eine Richtung, bis wir eine Sackgasse erreichen.
e Geh zuruck zur letzten Position, die unbesuchte Kanten hat.
e Wiederhole.

e Entdeckungszeitpunkt. Erster Zeitpunkt, zu dem ein Knoten besucht wird.
e Endzeitpunkt. Letzter Zeitpunkt, zu dem ein Knoten besucht wird.

19
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Tiefensuche (Depth-first Search)

DFS(s)
zeit = ©
DFS-VisiT(s)

DFS-Visit(u)
u.d = ++zeit
markiere u
fur jeden unmarkierten Nachbarn v:
V.TT = U
DFS-VisiT(V)
u.f = ++zeit

e Zeit. (wenn G als Adjazenzliste gegeben ist)
e Rekursion? Einmal pro Knoten.
e O(deg(v)) Zeit wird pro Knoten v aufgewendet.
* = Gesamtzeit O(n + ) _, deg(v)) = O(n + m).

e Besucht nur Knoten, die von s erreichbar sind.

21



Flood Fill

e Flood fill. Verandere die Farbe einer zusammenhangenden Flache.

‘® 6 Tux Paint

A Stamp

XX *

Lines Shapes

Abcﬁ
Text \Magic

@ ; =
Undo Redo

2 0

Eraser = New

‘?@

nnl Oun .b

2
Colord(™ | \ .
w Click in the picture to fill that area with color.

e Algorithmus.
e Baue einen Gittergraphen und lass DFS laufen.

gD

R
RainbowSparkles

Qo
Mirror Flip

Blur Blocks

2R )

Negative' Fade

e Knoten: Pixel.
e Kanten: Zwischen benachbarten Pixeln derselben Farbe.

¢ Flache: Zusammenhangskomponente
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Zusammenhangskomponenten

e Definition. Eine Zusammenhangskomponente ist eine maximale Teilmenge von
zusammenhangenden Knoten.

11 12

e Wie findet man alle Zusammenhangskomponenten?
e Algorithmus.
¢ Entferne alle Markierungen
e Solange es einen unmarkierten Knoten v gibt:
e | ass DFS von v aus laufen.
e Zeit. O(n + m).

23



EinfUhrung zu Graphen

® Breitensuche
¢ Bipartite Graphen

24



Breitensuche (breadth-first search)

¢ Breitensuche von s.

¢ Entferne alle Markierungen und
initialisiere eine Schlange Q. s

e Markiere s und Q.ENQUEUE(S).
e Solange Q nicht leer ist:
e v = Q.DeEQUEUE().

e FUr jeden unmarkierten Nachbarn u von v.

e Markiere u.
e Q.ENQUEUE(U).

e |ntuition.

e Suche startet von s aus in alle Richungen - im immer groBeren Abstand zu s.

e Klrzeste Distanz zu s.
e Abstand von s im BFS Baum = klrzeste Distanz zu s im Eingabegraphen.

25



26



Kurzeste Pfade

e | emma. BFS findet die Lange des klurzesten Pfades von s zu allen anderen Knoten.
¢ |ntuition.

e BFS ordnet jedem Knoten eine Ebene zu.
Ebene i enthalt alle Knoten, die Distanz i von s haben. L

e \Was enthalt jede Ebene?
o | :{s}

e L, :alle Nachbarn von L.
e | _:alle Nachbarn von L1, die nicht in LO oder L1 sind.
e |_:alle Nachbarn von L2, die nicht in LO, L1 oder L2 sind.

e L :alle Nachbarnvon L ., die nichtinL, ..., L . sind.

= alle Knoten von Distanz i zu s.

27



Sreltensuche

BFS(s)
markiere s
s.d =0

Q. EnquEUE(S)
repeat until Q.1sEmpTy()
v = Q.Dequeue()
fur jeden unmarkierten Nachbarn u
markiere u
u.d = v.d + 1
u.TmT = Vv
Q. Enqueue (u)

O

e Zeit. (wenn G als Adjazenzliste gegeben ist)
e Jeder Knoten wird hochstens einmal besucht.
e O(deg(v)) Zeitaufwand pro Knoten v.
e = Gesamtzeit O(n + ) _, deg(v)) = O(n + m).

e Nur Knoten, die von s auch erreichbar sind werden besucht.

28



SBipartite Graphen

e Definition. Ein Graph ist bipartit genau dann, wenn alle Knoten rot oder blau gefarbt
werden konnen, sodass alle Kanten einen roten Endpunkt und einen blauen
Endpunkt haben.

e Aquivalente Definition. Ein Graph ist bipartit genau dann, wenn seine Knoten in zwei
Mengen V. und V, partitioniert werden konnen, sodass alle Kanten zwischen V. und
V,, verlaufen.

¢ Anwendungen.

e Scheduling, matching, Referendar:innen auf Schulen verteilen, Student:innen auf
Unis verteilen, Jobs auf Maschinen verteilen, ...

¢ \/iele Graphprobleme sind einfacher auf bipartiten Graphen. 29



Bipartite Graphen

e Frage. Gegeben ein Graph G, finde heraus ob G bipartit ist.

30



SBipartite Graphen

e [ emma. Ein Graph G ist bipartit genau dann, wenn alle Kreise von G gerade Lange
haben.

e Beweis. =
e \Wenn G bipartit ist, starten und enden alle Kreise auf derselben Seite.

31



SBipartite Graphen

e [ emma. Ein Graph G ist bipartit genau dann, wenn alle Kreise von G gerade Lange
haben.

e Bewels. <
e \Wahle einen Knoten v und betrachte die BFS Ebenen Ly, Ly, L
¢ Alle Kreise haben gerade Lange.

K"

e — Es gibt keine Kante zwischen Knoten derselben Ebene.
e — Wir kdnnen die Ebenen abwechselnd rot oder blau farben.
e — G ist bipartit.

32



SBipartite Graphen

e Algorithmus.
e | ass BFS auf G laufen.
e FUr jede Kante von G, teste ob ihr

Endpunkte in derselben Ebene liegen.

o /eit.

e O(n + m)

33



Graphalgorithmen

Algorithmus Zeit Platz
Tiefensuche (DFS) O(h + m) O(nh + m)
Breitensuche (BFS) O(n + m) O(n + m)

Zusammenhangskomponenten O(nh + m) O(n + m)
Bipartit O(h + m) O(n + m)

e Alle Algorithmen hier erwarten die Graphen in Adjazenzlistendarstellung.
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e Ungerichtete Graphen
e Darstellung
® Tiefensuche
® Zusammenhangskomponenten
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¢ Bipartite Graphen
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