
Algorithmen fair NP- schwere Probleme Holger
Dell

1. Approximationsalgorithmon
→ Approximate optimal Liking reicht

2. Parametvisierte Algorithmen
→ Lautzeit mass nicht polynomial Sein



Evinmerung :Minimum Vertex-Cover

kleinsteMenge C c- V61,
•

•

[
•

•

die alle Kantentrifft .

Minimum Vertex -Cover ist NP-schwer.



Allgemeine:
Minimum Vertex-Cover Mit Gewichtcn

w :VCG)→/N

1 K¥Menge ( c- V61,Ñ÷•É•
.

dieallekantentrifft
Und

n 2

W(c) = -2 Wcw)
veci

minimiert
.



Approximations algorithmus
durch LP - Ranking

Erickson V. 6



Reclusive Vertex -Cover auf /LPs

minimieve I wlv) . ✗ (v)
V

s.cl . ✗ (a) + ✗ (471 fair alle Hanten {up}

✗ (v1 c- {0,1} finale Knotenv

OPT = Gewichtdesleichtestem Vertex -Covers



LP - Relaxierung

minimieve I wlv) . ✗ (v)
V

s.cl . ✗ (a) + ✗ (471 fiivalkkantemrqv}

0*14=1 fiiralleknotenv
→ Liiselpinpolynomialzeitunderhalte
optimaleliosang ✗*



Begriffe

OPT = Wert der optimalen integralen Lo"sung
kleinstes Gewicht eines UC 's

NP-Schwer

✗
*
= optimal fratetionale ↳sang
I

[
in Polyzeit

OPT = Wert von ✗* = § wev1 . 14



BeispielminXitXztXz@Zs.d
.

X
,
-1×271

^ •

•
3

Xz-1×371
Xztl, 71

0# c- 1 V-vc-G.gs}
Cbewichte -1)
~, xF=✗E= -15--12

OPT -2 OPT __ 3g



ldee : Runde die optimal fvaletionalelsg

Beobachtuny : Fier jede Haute {a. u} gilt
✗
*(a) 712 odor ✗

*(4712

Daher ist

✗
'
(v) = {

^ falls ✗
*(v1 212

0 sonst

eine Lo
"

sung des 1LPs
.



Wie gut ist die gerundeteliisangx
'

?

G-I ✗
'
(v) c- 2. ✗

*
(v) fu c-✓

⇒ Ewan'll 2 Ewan -1*14
= 2 . OPT c- 2.OPT



iibersicht: Algorithmus LP -Bundang
1. Gegeben G
2. Formaliereals KP

A {3. Hose die LP -Relaxierungo ~>✗*
4. Runde ✗

*
zu ×

'

OPT a- Wert von✗
'

a- 2.OPT
✗

Approximationsfaktor
E. I.2 A ist ein 2-Approximationsalgorithmas



Randomized LP- Rounding

E : v. 7-



ldeei Nutze ✗
* als Wahrscheimlichleeit

✗
' 14 = { 1

mit WSK ✗Eu)

0 sonst

EvwartetevWert von✗
'
:

E-[ Eww . ill] -- Eww - E-till]
= I w(4.✗

*(4 =OPT c- OPT

Abed : x
' ist nicht immer zukissig! !



Fin jede Haute {air} gilt :
Pv ( ✗

'

(a) =Or ✗'14=0) = p~( ✗
'

(4--0) .pr (✗
'

(4--0)
= 4-✗Tay . I - ✗*(4)
%EodiIE

⇐ tz

us 1m Erworkingswert wird mimdestems die Hiilfte
aller Hanten abgedectit .



Ol 'log n ) -Approximation von VC durch
Random isiertes Runden

1. Bevechne ✗
*

fair G

2. Runde ✗
*

random isiertza ✗
'

3
.
Nimmi alle Unoten v mit ✗

'

14=1 in Ci

4. SetZe G = G - G' und geheae 1 .
5. Nach 0Clog n ) Schriften ist ci ein VC

~> OPT c- W (c) c- Ollogu ) . OPT



Zwei Kombinatovische

Approximationsalgorithmem :

E- v.3 → Gieviges Vertex -Cover

E-V.5 → Dummies Vertex -Cover



Farage: wie gut ist die Approximation ?



"⇒

÷



Satz : Greedy VC ist ein Oceogn) -Approx -Alg

Sei E ein optimates VC fair G. → OPT = I I

⇒E ist ein VC fair alle Gi -,

⇒ [ degq.
..

14 7 I Gi- , /÷ # Karsten inGi-,
✓c-(
*

⇒ di = =
É
OPT

I
⇒



⇒ di Z £1 GI
E- I

-

# durch v
,,
..

,
voptabgedeckte Hanten

⇒ Alle OPT Randers wird die Hiilfte der

Hanten abqedeclet

⇒ OPT a- OPT a- Oclognl . OPT



|
""" """&
mass a order ✓

enthalten !

←Hier werden also

tiochstensdoppelt so
Viele Knotengenommen

ICI wie inc*

⇒ OPT c- OÑT a- 2 • OPT



"

Ubersicht Approximationsalgorithmenfiirvc

Approx. -faktor

Randers 2

" {Randomisiertprunden ocean

Gieriyesvc oclognl

Dummesvc 2



E.v. 1 Zwei Approximationsalgorithmen
Fier Load Balancing ( scheduling



Load Balancing
Gegeben : jobs 1

, ..,n machines T.im

Iobjbraucht Zeit T[j]

Ziel: Beseechme ein Assignment Allin],

µj]=i heiptiwirfiihrenjobj)antMaschino ians

sodass der makespan minimiertwird .



Beispiel : "

te
" 1-(31--4114)=1

Jobs ITT"☐ii⇒"☒
'

ai!÷#Ér;*=aZwei
maschinem I

viii.⇒ 1¥ "

it.am#=8i--zcitibisaKeMaschinenfertig



Gievige Heuristic :
Gib den niichstem V06 immer der Maschine,die
derzeit am friihsten Fertig ist !



Satan :

OÑ __ makespan ( von Greedy Load Balance I
berechnetes Assignment -1

4- 2.makespanloptimales Assignment -17

T€



Zwei Beobachtungen :

:-.:
i:O : 017-7 Max T[j]
€ : j

µ=÷ ;
÷.IE:1 OPT >rtmÉT[j]i

= : ja
←



Beweis des sat<es

Sei i die Machine mit maxima/em Total[ if

I '
Sei je der als letzte auf

i

> 2 i. ☐☐i:#I eingefiigte Job
3 !☐☐ :÷☐

:

: i

:-, :<⇐opTI 't]
⇐OPT

i c- OPT

i.
TotalIi] -Tlj] a- tm ? TotalIi]

makespan
E 2- OPT

a- OPT



Satz V.2 . Algorithmas berecbnet E-Approximation .

E-11€ ☒ ☒
t
"⇒⇐3



Sei i Maschino mit maxima /em Total Li]

Fall : i enthiilt nur einen job

iii.Sol
iIIf- ☐ I¥
:-

c-
⇒ makespan=TLj] = OPT



FAI Machine i enthiiltmehreve
Jobs

i .

1

.

!
:< !
a

!
i i. j £7M -11

:
"

:
i.

M i

i.

Ép←

THE }
makespan

c- 3-20PT(wie vorher)
Kent



Nene Beobachtung
llnterdenerstenm -11 Jobs Meissen 72 auf
dieselbemaschime !
:

:

K e ⇒ OPT>rTIK]+T[l]

£7M-11

mtlzk.lii \



Bounded Search Free Algorithmas
fiir Vertex -Cover

KT 70.1



Vertex- Cover als Entscheidungsproblem

Eingabe : Graph G , Zahl Kew

Farage : Hat Gein Vertex -Covers ⇐ V61
mit 1st a- K ?

Neues Ziel : Exatiter Algorithmas



ExaKte Algorithmen fair Vertex-Cover

Erschiipfende Sadie :

Fier alle Teilmengon Smit ISKK : (1) Mengen

Priifqob Sein VC ist. Zeit OCK.nl

→ Zeit 01km . = 01km
"")

Ziel jetzt: Zeit 012
"
- km)



( 10.1 ) wenn G :

→ n knoten hat,

→ jederknoten Grad Ed hat, an-4

→ ein Vc s mit 1st c- k hat,

damn hat G hitchstems Kd Hanten

s T.FI?..I# } a- K - d Kantar

Fa



Rekursivesache Gmitkante Ear}

* ¥
G-u G - v

Beobachtung
Ghat VC a- K

⇐ G-a oder G-v hat KEK
- I



Bounded Search Tree Algorithmus fair VC

Algorithmus A ( G, K)
1 . If I E 1=0

,

return true

2. If I El > t.lv/
,
return false

3. Let e- {a ,v} be any edge of G.

4. Return ACG-u , K- D orA (G
-b
,
k- 1)



Analyse 1 :RekursionsbaumvonAG.tl^

/ I

µiefe⇐k¢-4k-Do • (G-YK-1)

⇒ a- 2
""
lenoteydo do

C;k-2)
: : Zeitolknljeknoten

:C;D ~> Zeit OCZ
"
- Kn)



Analyse 2 : Rekursionsgleichung
Ten ,k) = Laufzeitvon A

Esgict :

1- (mills c.n fier eine tlonstantec

1-thin) c- 25th , K- 1) + c. ten

Durchvollstiindigelndaktioniiberkzifolgtttn.li/Ec.zhnn(siehe Bach)



iibersicht

Vertex -Cover Kann

in Zeit 012
"
Knt

get"ost werden .


