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Klausurnummer: 0000 FRANKFURT AM MAIN

Nachname (Druckschrift):

Vorname (Druckschrift):

Matrikelnummer:

Studiengang:

Beachten Sie die folgenden Hinweise:

e Schreiben Sie Ihre personlichen Daten nur auf dieses Titelblatt. Merken oder no-
tieren Sie sich Thre Klausurnummer 0000, da nur unter dieser Nummer die Ergebnisse
veroffentlicht werden.

e Legen Sie Ihre Goethe-Card deutlich sichtbar an Thren Platz, damit wir wahrend der
Klausur Ihre Identitdt iiberprifen konnen.

o Uberpriifen Sie, ob die Klausur aus ? durchnummerierten Vorder- und Riickseiten
besteht. Beachten Sie, dass die Aufgabenstellungen sowohl auf den Vorder- als auch auf
den Riickseiten stehen.

 Sie dirfen nur dokumentenechte Stifte in den Farben blau/schwarz zum Ausfiillen
verwenden. Insbesondere ist die Nutzung von Tintenloschern und Tipp-Ex untersagt.

o Zugelassene Hilfsmittel:
1 Blatt DIN A4 mit handschriftlichen Notizen (beidseitig).
Das Mitbringen nicht zugelassener Hilfsmittel stellt eine Tauschung dar und fithrt zum
Nichtbestehen der Klausur. Schalten Sie daher bitte alle elektronischen Geréate,
insbesondere Handys und Smartwatches, vor Beginn der Klausur aus.

o Sie miissen alle Klausurunterlagen (v.a. die Klausur, Zusatzpapier, DIN A4-Blatt
mit handschriftlichen Notizen) nach der Bearbeitungszeit abgeben.

e Sollte der Platz unter einer Aufgabe nicht ausreichen, nutzen Sie bitte die Zusatz-
blatter am Ende. Weitere Zusatzblatter sind auf Nachfrage erhéltlich. Vermerken Sie
auf lose Zusatzblatter unbedingt Ihre Klausurnummer!

e Wenn sich Thre Losung zu einer Aufgabe teilweise oder ganz auf Zusatzblattern befindet,
vermerken Sie dies entsprechend bei der Aufgabe und auf dem Zusatzblatt.

e Werden zu einer Aufgabe zwei oder mehr Losungen angegeben, so gilt die Aufgabe als
nicht gelost. Entscheiden Sie sich also immer fiir eine Losung. Begriindungen sind nur
dann notwendig, wenn die Aufgabenformulierung dies explizit verlangt.

o Die Klausur ist mit Sicherheit bestanden, wenn mindestens 50% der Hochstpunktzahl
erreicht werden (ohne Beriicksichtigung der Bonifikation aus den Ubungen).

Die Bearbeitungszeit betrdgt 180 Minuten.

Viel Erfolg! &P

Algorithmen und Datenstrukturen 2 - 0000 ” || || | "l |
Seite 1 von ? 00




Aufgabe 1: Kurzantworten 2+ 3+ 2 =7 Punkt(e)

a) Betrachten Sie eine Turingmaschine 7" mit Zustandsmenge @ = {qo, q1, ¢2}, Eingabeal-
phabet ¥ = {0, 1}, Startzustand qg, Arbeitsalphabet I' = {0, 1,B} und Menge F' = {¢2}

aller akzeptierenden Zustande. Fir x € {0,1} ist die Zustandsiiberfithrungsfunktion §
gegeben durch

5(qo,B) = L 6(qo, ) = (q1, 7, rechts)
0(q2,B) = d(q1, ) = (q1, z, rechts)
5((]2,1‘) =1 5((]17B) = (q27B7linkS)

i) (1 Punkt) Welche der folgenden Eingaben wird von T' nicht akzeptiert?

0 00110 o 1
O e 0 11111

ii) (1 Punkt) Die Eingabe w = wy - - - wy, sei in den Zellen 1, ...,n von T gespeichert.
Uber welcher Zelle befindet sich der Lesekopf von 7' am Ende der Berechnung?

Zelle:

T /2 Punkt(e) 1

b) Betrachten Sie das Lastverteilungsproblem mit m = 2 Prozessoren und n = 5 Aufgaben
mit Rechenzeiten

th=2, tay=4, t3=>5, t4 =6, t5=71.

i) (1 Punkt) Geben Sie eine Aufteilung der Aufgaben auf die Prozessoren an, so
dass der resultierende Makespan minimal ist.

Aufgaben fiir Prozessor 1:

Aufgaben fiir Prozessor 2:
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ii) (1 Punkt) Geben Sie den resultierenden Makespan an, wenn die Aufgaben mit
der On-line Heuristik aus der Vorlesung zugeteilt werden.

Makespan:

iii) (1 Punkt) Geben Sie den resultierenden Makespan an, wenn die Aufgaben mit
der Off-line Heuristik aus der Vorlesung zugeteilt werden.

Makespan:

Tt /3 Punkt(e) 11
¢) Sei A ein N'P-vollstindiges Entscheidungsproblem.

Welche der folgenden Aussagen ist korrekt?
O Es gilt L <, A fiir alle N'P-harten Probleme L.
O Fiir alle Sprachen L € P gilt L <, A.
O Falls A <, B fiir ein Problem B, dann ist B ebenfalls N'P-vollstandig.

0 Wenn A C B fiir eine Sprache B € P, dann gilt auch A € P.

i /2 Punkt(e) 1

100 0
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Aufgabe 2: Sortieren | 4+ 6+ 2 =12 Punkt(e)
a) Sei A[1...n] ein Array mit A[i] =i-(n—q) fur¢ e {1,...,n}.

Geben Sie jeweils asymptotisch exakt in Abhéngigkeit von n an, welche Laufzeit der
angegebene Sortieralgorithmus auf dem Array A hat.

Bubble Sort: (C] ( )
Selection Sort: (C] < )
Mergesort: (C] ( )
Radix Sort mit Basis b = n: (C] ( )
Tt /4 Punkt(e) 17

b) Gegeben sei das Array
A=2,1,4,3,6,5,8,7

i) (2 Punkte) Nehmen Sie an, A wird mit Bubble Sort sortiert. Geben Sie das Array
A nach Ende der ersten Phase an.

Array A:
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ii) (2 Punkte) Nehmen Sie an, A wird mit Mergesort sortiert. Geben Sie an, wie oft
die Funktion merge(...) aufgerufen wird.

Anzahl Aufrufe:

iii) (2 Punkte) Nehmen Sie an, A wird mit Quicksort mit pivot (1inks,rechts)=rechts

sortiert. Geben Sie an, wie oft die Funktion partition(...) aufgerufen wird.

Anzahl Aufrufe:

/6 Punkt(e) 14
c) Ist die folgende Aussage korrekt?

Fiir jedes vergleichsorientierte Sortierverfahren gibt es Eingaben der Linge 5, so dass
das Verfahren mindestens 7 Vergleiche bendtigt, um die Fingabe zu sortieren.

Begriinden Sie Thre Antwort.

i /2 Punkt(e) 1

100 0
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Aufgabe 3: Sortieren |l 7 Punkt(e)

Gegeben seien zwei Arrays A[1...n] und B[1...n] von natiirlichen Zahlen. Die Zahlen in A
sind aus der Menge {1,2,...,n3}, die Zahlen in B sind aus der Menge {Zi |ie{0,1,... ,n}}

Beschreiben Sie ein Verfahren, welches ein aufsteigend sortiertes Array C[1...2n] der Zahlen
aus A und B berechnet. Die asymptotische worst-case Laufzeit soll O(n) nicht iiberschreiten.
Sie diirfen alle aus der Vorlesung bekannten Verfahren und deren Eigenschaften ohne weitere
Erlauterung verwenden.

Begriinden Sie auch, warum Ihr Verfahren die Laufzeitschranke einhélt.

T/ 7 Punkt(e) 1

Algorithmen und Datenstrukturen 2 - 0000 ” | | | | | I
100 0

Seite 8 von ?




Aufgabe 4: Max-Flows & Min-Cuts 9+ 3+ 2 = 14 Punkt(e)
Betrachten Sie das folgende Flussnetzwerk G = (V, E, ¢, s,t) mit V = {A, B,C, D, s, t}:

Die Kantenbeschriftungen geben fiir jede Kante e € E ihre Kapazitét c(e) an.

a) Berechnen Sie mittels des Ford-Fulkerson Algorithmus einen maximalen Fluss in G.

Waiéhlen Sie dafiir in jeder Runde ¢ des Algorithmus einen augmentierenden Pfad p;
und erhdhen Sie den Fluss entlang dieses Pfades so viel wie moglich. Tragen Sie die von
Thnen gewédhlten augmentierenden Pfade zusammen mit dem Wert f; des s-t-Flusses am
Ende jeder Runde in die nachfolgende Tabelle ein (eine Runde entspricht einer Zeile).

’ Runde i H Augmentierender Pfad p; H Flusswert f; ‘
1
Tt /9 Punkt(e) f14
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b) Zeichnen Sie ein Flussnetzwerk H, fiir das der minimale s-t-Schnitt nicht eindeutig ist.

Geben Sie auSSerdem zwei verschiedene minimale s-t-Schnitte in H an.

T /3 Punkt(e) 17
c) Sei nun G = (V| E, ¢, s,t) ein beliebiges Flussnetzwerk.

Beweisen Sie die folgende Aussage:

Wenn (S1,V '\ S1) und (S2, V' \ S2) zwei minimale s-t-Schnitte sind, dann ist (S,V '\ S)
mit S = 51 NSy ebenfalls ein minimaler s-t-Schnitt.

Hinweis: Maz-Flow-Min-Cut Theorem.

i /2 Punkt(e) 1

100 0
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Aufgabe 5: Lineare Programmierung 3+ 6 = 9 Punkt(e)

a) Betrachten Sie das folgende lineare Programm:

Max. 12z + 13x9

sd. 2x;+4x, < 8
21 4+22 < 6
—z1+z2 <1

x1,x2 = 0

i) (2 Punkte) Schraffieren Sie in der nachfolgenden Abbildung das Losungspolytop.

ii) (1 Punkt) Markieren Sie in derselben Abbildung eine optimale Losung.

/3 Punkt(e) 11
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b) Gegeben sei das folgende lineare Programm (P):

Max. 7%1 — 14372

s.d. r1 — 4562 — 21‘3 < 1 (P)
201 + 222+ 323 < 9
€1,X2,T3 > 0

i) (3 Punkte) Bestimmen Sie das zu (P) duale lineare Programm (D). Gehen Sie
dabei nach dem Rezept aus der Vorlesung vor.

ii) (3 Punkte) Seien (z*)” = (3,0,1) und (v*)? = (3,2).

Zeigen Sie, dass * eine optimale Losung fiir (P) und y™* eine optimale Losung fiir
(D) ist.

/6 Punkt(e) 1

100 0
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Aufgabe 6: P und NP 4+ 4+ 4 =12 Punkt(e)

Die Sprache Trio sei wie folgt definiert:

Trio := {G | G ist ein ungerichteter Graph und enthélt eine Clique der GroSSe 3}

a) Zeigen Sie, dass Trio € P.

Tt /4 Punkt(e) M1
b) Ist die folgende Aussage korrekt?

Wenn L <, Trio fiir eine Sprache L gilt, dann ist L € P.

Begriinden Sie Thre Antwort.

Hinweis: Sie dirfen die Aussage in a) hier auch ohne Beweis verwenden.

T/ 4 Punkt(e) £ 01
Algorithmen und Datenstrukturen 2 - 0000 ” |||||| | | | | I| | |I|||
0132 100006

Seite 13 von ?



c¢) Ist die folgende Aussage korrekt?
Wenn P # NP, dann gilt nicht KNF-SAT <, Trio.

Begriinden Sie Thre Antwort.

Hinweis: Sie dirfen die Aussage in a) hier auch ohne Beweis verwenden.

/4 Punkt(e) 11
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Aufgabe 7: NP-Vollstandigkeit 3+ 2+ 6 =11 Punkt(e)

Ein Flugzeughersteller hat eine Menge T neuer Flugzeugtypen konstruiert, die im Rahmen
eines Testprogramms getestet werden sollen. Der Hersteller verfiigt iber n Piloten, wobei
Pilot ¢ € {1,...,n} die Flugzeugtypen in der Menge F; C T fliegen kann. Zur Durchfithrung
des Testprogramms soll ein moglichst kleines Team von Piloten zusammengestellt werden, so
dass fiir jeden Flugzeugtyp mindestens zwei Piloten im Team sind, die diesen fliegen kénnen.

Formal wird die Sprache Flugzeugtest wie folgt definiert:

Flugzeugtest := {(T, Fy,...,F,,k) | es gibt I C {1,...,n} mit [I| = k und fiir alle
t € T gibt es mindestens zwei ¢ € I mit t € F; }

a) Betrachten Sie folgende Instanz des Problems. Die Flugzeugtypen sind:

T = {AeroTuring, JetFord, SkyMonds, AirKarp}

Es stehen vier Piloten zur Wahl, die folgende Flugzeugtypen fliegen kénnen:

Fy = {AeroTuring, SkyMonds, AirKarp},
F, = {JetFord, SkyMonds},

F3 = {JetFord, AirKarp},

F, = {AeroTuring, JetFord, AirKarp}

Geben Sie eine minimale Auswahl I C {1,2,3,4} von Piloten an, so dass fiir jeden
Flugzeugtyp mindestens zwei Piloten vorhanden sind.

- }

/3 Punkt(e) 4
b) Zeigen Sie, dass Flugzeugtest € N'P.
/2 Punkt(e) f14
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¢) Zeigen Sie, dass Flugzeugtest NP-hart ist.

/6 Punkt(e) f14

1

622211100007

/
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Aufgabe 8: Entscheidbarkeit 4+ 342 =29 Punkt(e)

a) Die Sprache L sei wie folgt definiert:
Ly := {(M) | M ist eine Turingmaschine und M hélt nur auf dem leeren Wort}

Zeigen Sie, dass die Sprache L; unentscheidbar ist.

i /4 Punkt(e) 1

100 0

Algorithmen und Datenstrukturen 2 - 0000 ” |||| | | | |
Seite 17 von ? 017




b) Betrachten Sie die folgende Sprache:

Ly := {(M) | M ist eine Turingmaschine und der Lesekopf von M
liest auf Eingabe ¢ keine Zelle auf dem Band mehrfach}

Ist die Sprache Ly entscheidbar? Beweisen Sie Ihre Antwort.

/3 Punkt(e) 1

c) Ist die Sprache Ly rekursiv aufzihlbar? Beweisen Sie Thre Antwort.

i /2 Punkt(e) 1

100 0
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Aufgabe 9: Approximationsalgorithmen 3+ 3+ 3 =9 Punkt(e)

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V,E) mit V = {1,...,n} und eine natiirliche
Zahl k < n. Eine Kante e € E wird durch eine Menge S C V von Knoten iiberdeckt, wenn
SNe 0. In G soll nun eine Menge S C V von |S| = k Knoten gefunden werden, so dass
moglichst viele Kanten durch S iiberdeckt werden.

Betrachten Sie den folgenden Approximationsalgorithmus fiir das Problem:

S = 0;
fori=1...k do
Wiéhle einen Knoten v € V'\ S mit maximalem Grad. Wenn es mehrere

solche gibt, wihle den mit kleinstem Index; // grad(v) =|{e € E:v € e}
S:=SuU{v}; // fiige Knoten v zu S hinzu
Gebe S aus;

a) Gegeben sei folgende Instanz I des Problems mit k = 2:

——O®

i) (1 Punkt) Geben Sie die vom Algorithmus berechnete Knotenmenge Sy an.

suc= | )

ii) (1 Punkt) Geben Sie eine optimale Knotenmenge Sopt, an.

o= )

iii) (1 Punkt) Geben Sie den Approximationsfaktor des Algorithmus auf I an.

Approximationsfaktor:
T/ 3 Punkt(e) 1 7
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b) Zeigen Sie, dass der Algorithmus nicht §-approximativ ist fiir § < 3/2.

/3 Punkt(e) 11

c) Zeigen Sie, dass der Algorithmus stets eine 2-approximative Losung ausgibt.

/3 Punkt(e) f14

4

2022210000

/
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Aufgabe 10: Exklusiver Urlaub 4+ 6 = 10 Punkt(e)

Das Gelénde der Ferienanlage Schoneruh kann durch einen quadratischen Gittergraphen Gy
mit d Knoten entlang jeder Seite modelliert werden. Dabei entsprechen alle Kanten Wegen
und alle Knoten Kreuzungen von Wegen. An bestimmten Kreuzungen (nicht unbedingt an
allen) stehen insgesamt k > 0 Hiitten, in denen Géste untergebracht sind.

Da die Géste richtig entspannen wollen, méchten sie einander auf keinen Fall begegnen. Im
Problem FreiePfade sollen daher Pfade von jeder Hiitte zum Rand der Anlage bestimmt
werden, so dass keine zwei Pfade eine gemeinsame Kreuzung nutzen. Die Pfade diirfen nur
entlang der Kanten im Gitter verlaufen.

a) Betrachten Sie die beiden folgenden Eingaben fiir FreiePfade mit d = 5 und k = 9
Hitten. Die schwarzen Punkte markieren die Positionen hq, ..., hg der Hiitten. Geben Sie
jeweils an, ob es eine Losung fiir die Eingabe gibt oder nicht. Falls ja, zeichnen Sie eine
entsprechende Losung ein; falls nicht, begriinden Sie dies kurz anhand der Abbildung.

i) (2 Punkte) L ______

e e
ceo oo
eee

O Ja, es gibt eine Losung (eingezeichnet).

[0 Nein, es gibt keine Losung. Begriindung;:

ii) (2 Punkte)

O Ja, es gibt eine Losung (eingezeichnet).

[0 Nein, es gibt keine Losung. Begriindung;:

i/ 4 Punkt(e) 114
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b) Gegeben sei ein Gittergraph Gy zusammen mit den Positionen von k Hiitten hq, ..., hy.

Beschreiben Sie, wie mittels eines Flussnetzwerks in polynomieller Laufzeit bestimmt
werden kann, ob eine Losung fiir FreiePfade existiert oder nicht. Beschreiben Sie dabei
das Flussnetzwerk explizit. Begriinden Sie auch die Korrektheit Threr Idee.

6 Punkt(e)

2222211000

LI i

fr
|
0

/
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